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Аннотация.  
Актуальность и цели. Проблема синтеза дискретных управляющих систем 

является одной из основных проблем математической кибернетики. В общем 
виде она состоит в построении для заданной дискретной функции ее опти-
мальной (в том или ином смысле) структурной реализации в рассматриваемом 
классе управляющих систем. Теоретические результаты, полученные при ре-
шении указанной проблемы, находят применение в различных прикладных 
областях, к числу которых относятся задачи проектирования современных ин-
тегральных схем. Традиционная задача синтеза в рассматриваемой в работе 
постановке относится к изучению функции Шеннона для задержки, т.е. за-
держки самой «плохой» функции алгебры логики, зависящей от заданных n 
переменных. К рассматриваемой задаче относится ряд классических результа-
тов теории дискретных управляющих систем, связанных, в частности,  
с нахождением схем асимптотически оптимальных одновременно по несколь-
ким параметрам. Целью данной работы является перенесение известных ре-
зультатов в области синтеза схем, связанных с одновременной оптимизацией 
схем по сложности и задержке на уровне асимптотических оценок, на новые 
модели задержки, отражающие емкостную специфику взаимосвязей элементов 
в интегральных схемах, а также различия временных характеристик элементов 
на различных наборах входных сигналов. Так, в работе изучается модель за-
держки в произвольном конечном полном базисе, в которой задержка базисно-
го элемента – положительная действительная величина – по любому из его 
входов зависит от сигналов, подаваемых на остальные входы этого функцио-
нального элемента, и складывается из двух компонентов: задержки межэле-
ментного соединения входа с выходом предыдущего элемента и, собственно, 
внутренней задержки рассматриваемого элемента. При этом задержки элемен-
та по разным входам, вообще говоря, считаются независимыми величинами. 

Материалы и методы. Используемые инструменты включают в себя тех-
нику универсальных множеств функций и технику моделирования булевых 
функций переменными на компонентах специальных разбиений булевого ку-
ба. Метод синтеза схем формульного типа асимптотически оптимальных од-
новременно как по задержке, так и по сложности применяется к синтезу схем  
в рассматриваемой модели задержки. 

Результаты. Получена линейная относительно величины n асимптотика 
функции Шеннона для задержки функций алгебры логики от заданных n пере-
менных. Оказалось, что привлечение дополнительной зависимости задержки от 
функциональной составляющей элементов базиса не приводит к изменению по-
ведения функции Шеннона на уровне асимптотики. Построены схемы формуль-
ного типа, асимптотически оптимальные как по сложности, так и по задержке. 

Выводы. Установленные результаты позволяют сделать вывод о возможно-
сти перенесения классических результатов, связанных с одновременной опти-
мизацией схем формульного типа по сложности и по задержке, на новую мо-
дель задержки. 

                                                           
1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний, проект № 15-01-07474-а. 
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ON SIMULTANEOUS OPTIMIZATION OF FORMULAS  
BY COMPLEXITY AND DELAY IN A MODEL  

WITH INTERGATE AND GATE’S INPUTS DELAYS 
 
Abstract. 
Background. The problem of synthesis of discrete control systems is one of the 

main problems of mathematical cybernetics. In general, it consists in construction of 
the optimal (in a varying sense) structural implementation of the given discrete func-
tion in the given class of control systems. The theoretical results, obtained while 
solving the mentioned problem, find their applications in different applied areas, 
among which are the problems of integral circuits design. The traditional synthesis 
problem, according to its formulation in this particular work, concerns the study of 
the Shannon function for delay, i.e. the delay of the “worst” Boolean function that 
depends on the given set of n variables. The problem under investigation also in-
cludes a number of classic results in the theory of discrete control systems, concern-
ing construction of circuits that are asymptotically optimal according to several pa-
rameters simultaneously. The goal of the work is to transfer the known results in the 
area of circuit synthesis, associated with simultaneous optimization of circuits by 
several parameters, over to circuit models that reflect capacitive peculiarity of gate 
interconnections with greater accuracy and also reflect timing parameters of gates 
under different input signals. The work considers a delay model over an arbitrary fi-
nite complete basis, where the gate delay (a positive real quantity) over any of its 
inputs depend on signals passed on its other inputs and is composed of two compo-
nents: the gates interconnection delay of the input with the output of the previous 
gate, and the inner delay of the gate. Meanwhile, delays of a gate over its different 
inputs are, generally speaking, considered to be independent values. 

Materials and methods. The instruments used in the research included a tech-
nique of universal sets of Boolean functions and a technique of Boolean functions 
modelling on components of Boolean cube special partitions. The synthesis method 
of formula type circuits that are asymptotically optimal both by complexity and by 
delay was implemented for circuit synthesis in the described delay model. 

Results. The author obtained Shannon function asymptotics, linear in regard to n, 
for the delay of Boolean functions that depend on the given n variables. It turns out 
that incorporation of an additional delay component, such as its input signals de-
pendence, doesn’t lead to a change of Shannon function asymptotical behavior. 
Formula type circuits, asymptotically optimal both by complexity and by delay, 
were constructed. 

Conclusions. The established results allow to educe the applicability of the earli-
er known results, concerning simultaneous formula type circuits optimization by 
several parameters to a wider class of delay models. 

Key words: complexity, delay, depth, function element circuits, multiplexor 
function. 

Введение 

Рассматривается задача реализации функций алгебры логики (ФАЛ) 
асимптотически оптимальными одновременно по двум параметрам формула-
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ми над произвольным конечным полным базисом. В качестве оптимизируе-
мых функционалов сложности формул изучаются обобщенная сложность  
(в ее традиционном понимании) и один из вариантов обобщения глубины  
(так называемая задержка на наборах [1], которая базируется на понятии за-
держки [2]). Таким образом, для функционала задержки рассматриваемого 
типа устанавливается возможность получения результатов, аналогичных 
классическим результатам О. Б. Лупанова [3], которые относятся к одновре-
менной оптимизации функционалов обобщенной сложности и глубины схем 
из функциональных элементов (далее СФЭ или просто схем) в их традицион-
ном понимании. С использованием методов С. А. Ложкина [4, 5] аналогичные 
результаты получаются и для формул. Мы также используем эту технику  
в наших построениях. 

Пусть конечный полный базис Б  состоит из функциональных 
элементов (ФЭ) различных типов 1, , bε ε . Элемент типа iε , 1 i b≤ ≤ , имеет 

ik , 1ik ≥ , входов и реализует ФАЛ 1( , , )i ki
x xϕ  , которая в случае 2ik ≥  

существенно зависит от всех своих булевых переменных, заданных на 
множестве = {0,1}B . 

Сформулируем наши основные определения для схем, считая формулы 
(так называемые схемы формульного типа) их частным случаем. Определение 
СФЭ и формулы над базисом Б  традиционны1. Будем также пользоваться 
понятием блок-схемы – СФЭ, входы которой помечены произвольными 
ФАЛ, естественным образом учитывающиеся при определении вектор-
функции, реализуемой данной блок-схемой. Переменные, от которых зависят 
ФАЛ-пометки входов блок-схемы, считаются ее входными переменными. 
Схемы из функциональных элементов будем считать частным случаем блок-
схем. При определении блок-подсхемы будем следить за тем, чтобы пометки 
ее входов были согласованы с ФАЛ, реализуемыми на соответствующих 
вершинах объемлющей схемы (блок-схемы). 

Ниже нам понадобится понятие схем специального вида: назовем схему 
инициальной цепью (далее просто цепь), если она представляет собой после-
довательность функциональных элементов 

1
, ,i iδ

ε ε , в которой:  

1) у каждого элемента выделен ровно один вход;  
2) выход каждого элемента, кроме последнего, поступает на выделен-

ный вход следующего элемента и только на него.  
Выделенным входом цепи будем называть ее входную дугу, 

соответствующую выделенному входу ее первого элемента 
1i
ε , а число δ  

назовем структурной глубиной цепи. 
Будем считать, что для каждого функционального элемента iε  задана 

положительная действительная величина iL , которую будем называть весом 

этого элемента. Сумма весов всех функциональных элементов схемы Σ  
образует величину ( )L Σ , которую назовем сложностью схемы Σ  по 

аналогии с ее структурной сложностью ( )Σ , равной количеству элементов 

схемы Σ . 

                                                           
1 Понятия, которые в данной работе не определяются, см., например, в [6, 7]. 
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Как отмечалось выше, задержка на наборах типа [1] базируется на 
понятии задержки из работы [2]. Для разграничения этих понятий задержку 
[2] далее будем называть глубиной1. Будем считать, что для каждой тройки 
целых чисел i , j , s  (1 i b≤ ≤ , 1 ij k≤ ≤ ,1 s b≤ ≤ ) и каждого булевого набора 

1= ( , , )ki
α α α   задана действительная положительная величина ( )

ijsT α  – 

задержка переключения ФЭ iε  по входу с номером j  на наборе α  значений 

его входных переменных, когда к указанному входу подключен ФЭ sε . 

Рассматриваемую величину будем считать равной нулю, когда ФАЛ 

1 1 1( , , , , , , )i j j j ki
x− +ϕ α α α α   совпадает с константой (переключения не 

происходит), а в противном случае полагать ее независимой от значения 

сигнала jα , пропускаемого по входу с номером j : ( ') ( ' )=ijs ijsT T ′α α  , когда 

наборы ,
kiB′ ′′α α ∈   отличаются только в j -й компоненте. Величину ijsD , 

равную наименьшей из задержек ( )
ijsT α , взятых по всевозможным двоичным 

наборам α  рассматриваемого вида, назовем глубиной ФЭ типа iε  по входу  

с номером j  с подключенным по этому входу ФЭ типа sε . 

Набор глубин элементов можно рассматривать сам по себе в качестве 
самостоятельной модели [2], однако теперь, когда глубины элементов 
подчинены указанному выше условию, будем говорить, что функционалы 
глубины и задержки базиса согласованы. Нам удобно рассматривать 
согласованную с задержкой глубину, потому что именно она определяет 
главную константу в асимптотическом поведении функций, рассматриваемых 
ниже. В терминологии работы [1] задержка определяет «основную» модель,  
а согласованная с ней глубина – модель «дополнительную». 

Для придания смысла задержкам и глубинам элементов по входам, 
являющимся входами схемы, аналогично [2] будем соотносить с входами 
рассматриваемых нами СФЭ выходы каких-либо ФЭ базиса Б  и определять 
недостающие задержки и глубины аналогично тому, как они определялись 
для двух последовательно соединенных ФЭ. Указанные дополнительные 
пометки входов СФЭ типами ФЭ базиса учитываются при изоморфизме 
(равенстве) рассматриваемых СФЭ. 

Глубина (обобщенная) ( )D ω  цепи ω  – это сумма глубин ее ФЭ по 
выделенным входам. Пусть цепь ω  является блок-схемой. Назовем цепь ω  
существенной на наборе α  ее входных переменных, если при замене 
пометки выделенной дуги цепи ω  на новую для этой цепи переменную 
полученная цепь существенно зависит от этой новой переменной. Задержкой 
на наборе α  существенной на этом наборе цепи ω  назовем величину, 
равную сумме задержек, составляющих цепь ω  ФЭ по выделенным входам  
в предположении, что на входы этих элементов поступают значения, 
реализуемые ω  на наборе α . Если цепь не является существенной на α , то 

                                                           
1 В качестве базового понятия глубины для задержки на наборах можно было бы взять 

модель глубины [8], в которой глубина межэлементного соединения определяется над схемой 
ограниченного размера. Принципиальных изменений это бы не повлекло. 
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ее задержку на наборе α  будем считать равной нулю. Просто задержкой 
( )T ω  цепи ω  назовем наибольшую из задержек этой цепи, взятых по 

всевозможным наборам ее входных переменных. Аналогично, инициальная 
цепь просто существенна, если она существенна на каком-либо наборе 
указанного вида. Подсхему без ФЭ, состоящую из единственной вершины, 
являющейся одновременно ее входом и выходом, следует считать 
тривиальной цепью нулевой задержки и глубины. 

Понятия задержки и глубины распространяются на схемы общего вида 
с помощью так называемых главных цепей. Инициальную цепь СФЭ Σ , 
выделенный вход которой является входом Σ , а выход – выходомΣ , назовем 
главной цепью схемы Σ . Глубина ( )D Σ  и задержка ( )T Σ  СФЭ Σ  равна 

наибольшей глубине и соответственно задержке главных цепей схемы Σ ,  
в случае задержки рассматриваемых как ее блок-подсхемы. Аналогично, 
структурной глубиной ( )δ Σ  СФЭ Σ  назовем наибольшую структурную 

глубину ее главных цепей. 
Следует заметить, что произвольная СФЭ с одним выходом может быть 

преобразована к эквивалентной формуле путем применения операций1 
удаления висячей вершины и поднятия ветвления выхода ФЭ ко входам 
схемы, а также что указанное преобразование происходит без изменения 
глубины и задержки исходной схемы. 

Определенная нами задержка СФЭ является попыткой на модельном 
уровне описать зависимость скорости зарядки или разрядки емкости 
связанного с выходом ФЭ проводника от набора значений, поступающих на 
входы элемента в момент переключения. Негативным свойством опреде-
ленной таким образом задержки СФЭ является то, что без дополнительных 
ограничений любая ФАЛ реализуема «вырожденной» схемой с нулевой 
задержкой. Причиной такого положения вещей в «вырожденных» схемах 
являются множества цепей, несущественных каждая по отдельности, но 
реализующих в совокупности существенные ФАЛ. Детальное изучение этого 
эффекта в данной работе не проводится, однако в классе формул оказывается 
достаточным ограничиться лишь схемами, которые не содержат несущест-
венных цепей. В самом деле, схемы формульного типа с несущественными 
цепями могут рассматриваться с содержательной точки зрения как 
избыточные: выделенные входы несущественных цепей можно заземлить 
(подать на них константу ноль) или закоротить (подать константу единица), 
не изменив при этом реализуемую схемой ФАЛ. С модельной точки зрения 
это означает, что наряду с ФЭ 1, , bε ε  нам доступны все (существенные) 

ФЭ, которые получаются из них путем всевозможных подстановок2 констант 
на входы этих элементов и которые вместе с элементами исходного базиса 
образуют расширенный базис Б . При этом, если элемент iε  порождает 

описанным способом элемент i′ε , то сложностные характеристики 

последнего индуцируются элементом iε : его сложность iL′  совпадает с iL ,  

а задержка по входам на наборе входных переменных i′ε  совпадает  

                                                           
1 Подробнее про удаление висячих вершин и поднятие ветвлений см. [6, с. 93, 148–149]. 
2 Так называемое  «забивание» входов константами. 
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с задержкой по соответствующим входам элемента iε  на наборе, дополнен-

ном по «забиваемым» входам соответствующими константами. Таким 
образом, постановка задачи синтеза оптимальных по задержке схем 

приобретает смысл среди класса формул Ф
БU  над базисом Б , не содержащих 

несущественных цепей, а также класса схем C
БU , получаемых из таких 

формул путем отождествления изоморфных подсхем. Именно в такой форме 
необходимо трактовать постановку задачи о задержке из работы [1], а также 
полученные в этой работе результаты. Заметим, что все построенные в [1] 

схемы, на которых достигаются верхние оценки, принадлежат классам C
БU , 

Ф
БU , а вносимая поправка необходима лишь для исключения «вырожден-

ности» функционалов глубины и задержки. 

Глубина Б( )D f  ФАЛ f , ее задержка Б( )T f  и сложность Ф
Б ( )L f  при 

реализации в классе Ф
БU , а также функции Шеннона Б( )D n , Б( )T n , Ф

Б ( )L n  
для соответственно глубины, задержки, сложности ФАЛ, зависящих от 

переменных 1, , nx x , при их реализации в классе Ф
БU  определяются 

обыкновенно: 

Ф
Б Б Б( ) = ( ), ( ) = ( ), ( ) = ( ),min min minD f D T f T L f L

Σ Σ Σ
Σ Σ Σ  

Ф Ф
Б Б Б Б Б Б

2 2 2

( ) = ( ), ( ) = ( ), ( ) = ( ),max max max
( ) ( ) ( )f P f P f P

D n D f T n T f L n L f
n n n∈ ∈ ∈

 

где минимумы берутся по множеству тех СФЭ Σ  из С
БU , которые реализуют 

ФАЛ f , а через 2 ( )P n  обозначено множество всех ФАЛ, зависящих от 

переменных 1, , nx x . 
В работе [2] была установлена следующая асимптотическая оценка1: 

Б Б( )D n nτ , где константа Бτ  – приведенная глубина базиса Б  – задается 
набором глубин его элементов. В настоящей работе показано, что также 

Б Б( )T n τ  с той же самой константой Бτ  при условии, что глубина и 

задержка базиса Б  согласованы. В случае задержки константа Бτ  называется 
приведенной задержкой базиса Б . Таким образом, приведенная глубина и 
задержка базиса с согласованными праметрами глубины и задержки 
совпадают. Более того, устанавливается, что формула, на которой 
достигаются асимптотически оптимальная задержка и глубина, может быть 
выбрана также асимптотически оптимальной по сложности, а именно верна 
следующая основная теорема. 

Теорема 1. Пусть Б  – конечный полный базис произвольного вида  
с согласованными параметрами глубины и задержки. Тогда для любого 
                                                           

1 Асимптотическое равенство ( ) ( )h n g n  понимается нами как равенство вида 

( ) = ( ) ( ( ))h n g n o g n± , которое означает, что | ( ) ( ) |= ( ( ))h n g n o g n− . Функции g  и h  по-

ложительны при достаточно больших значениях аргумента. Аналогичным образом надо пони-
мать соотношение ( ) = ( ) ( ( ))h n g n O g n±  и другие подобные им. 
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натурального n  и любой ФАЛ 2 ( )f P n∈  существует формула Ф
Бn U∈ , для 

которой выполняются асимптотические соотношения вида 

 Б Б Б 2( ) , ( ) , ( ) ( / ),logn n nD n T n L n nτ τ ρ       (1) 

в которых Бτ , Бρ  – положительные константы, задаваемые наборами глубин 
и весов элементов базиса Б  соответственно. 

Константа Бρ  называется приведенным весом базиса Б  и согласно [3] 
определяется из соотношений 

 Б
1

= , = / ( 1).min

1

j j j j
j b

k j

L k
≤ ≤

ρ ρ ρ −

≠

  (2) 

1. Приведенная глубина базиса.  
Нижние мощностные оценки функций Шеннона 

Далее мы рассматриваем исключительно формулы. Назовем формулу 
  абсолютной (бесповторной), если каждая ее переменная (соответственно 
каждая ее существенная переменная) входит в   ровно один раз. Определим 
ранг ( )R   формулы   как число символов переменных в ее записи.  

C базисом Б  связана так называемая ранговая функция Б( )R t  действи-
тельного аргумента t , 0t ≥ , значение которой равно наибольшему рангу 
формул, имеющих задержку, не превосходящую t . Определим связанные  
с базисом Б  основные константы: 

min max
1 , 1

= , = ,maxmin
1

i i
i b k i bi

k k k k
≤ ≤ ≤ ≤≠

 

( )
min max

1 ,1 1 ,1 ,
1 1

= , = .maxmin

, ki

ijs ijs
i b s b i b s b

j k j k Bi i

D D T T α
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤ α∈





 

Приведенная глубина Бτ  базиса Б  согласно [2] определяется 
соотношением 

 Б
Б2

= .lim
( )logt

t

R t→+∞
τ   (3) 

Заметим, что расширение базиса Б  до базиса Б  не приводит  
к изменению главных констант, определяющих асимптотические соотноше-
ния (1): ББ =τ τ , ББ =ρ ρ . Для константы Бρ  это очевидно из определения 

(2), а для константы Бτ  вытекает из того, что max ББ( ) ( )R t T R t+ ≤ , так как, 

«восстановив» ФЭ исходного базиса Б , любую формулу над Б  можно заме-
нить формулой над Б , при этом не уменьшив ранг формулы и не увеличив ее 
задержку более чем на maxT . Следовательно, Б Бτ ≤ τ  . С другой стороны, 

непосредственно из определения (3) следует, что при расширении базиса кон-
станта Бτ  не увеличивается. 

Рассматриваемая далее лемма 2 является более сильным аналогом лем-
мы 3 из работы [2] и позволяет установить существование формул наперед 
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заданного ранга с «хорошей» глубиной. Ее доказательство аналогично дока-
зательству указанной выше леммы. 

Лемма 1. Для любого натурального числа m  в (конечном, полном) 
базисе Б  найдется формула = m  , для которой выполняются соотно-
шения 

1 (1)( ) ,om R m +≤ ≤  

Б 2( ) = (log ).logD m o mτ ±  

Нижние оценки функции Шеннона получаются обыкновенным образом 
на основе мощностных соображений. Доказательство следующих двух лемм 
также традиционно. 

Лемма 2. Для любых неотрицательного действительного t  и 

натурального n  число попарно неэквивалентных формул из Ф
БU , которые 

зависят от переменных 1, , nx x  и глубина (задержка, сложность) которых не 

больше t , не превосходит1 Á
1

( )
( )

R t
c n  (соответственно Б 3

2
( )

( )
R t c

c n
+

, 
1

Б
5

1
( )

t
c n

ρ
+

). 

Лемма 3. Для любого (конечного, полного) базиса Б  выполняются 
следующие асимптотические соотношения: 

Б Б( ) (1 (1)),D n n o≥ τ −  Б Б( ) (1 (1)),T n n o≥ τ −  Ф
Б Б 2( ) (2 / )(1 (1)).lognL n n o≥ ρ −  

2. Реализация мультиплексорных ФАЛ  
на основе обобщенного разложения  

При доказательстве верхних асимптотических оценок будем опираться 
на методы, разработанные в [9]. Приведем определения основных понятий и 
сформулируем без доказательства утверждения лемм 4, 5, доказательства 
которых повторяют доказательство аналогичных утверждений [9]. 

Будем называть стандартным базис 0Б , который состоит из трех 

функциональных элементов &ε , ∨ε , ¬ε , реализующих соответственно ФАЛ 

1 2x x⋅ , 1 2x x∨ , 1x . Число, двоичной записью которого является набор α , 
nBα∈ , будем записывать через ( )ν α . Назовем альтернированием alt ( )f  

ФАЛ f  минимальное число отрезков постоянства, уменьшенное на единицу, 
на которые распадается набор, составленный из значений ФАЛ f , взятых на 
наборах значений ее аргументов, расположенных в порядке следования 
задаваемых ими с помощью ν -нумерации чисел. 

Пусть 1= ( , , )dΔ δ δ  – разбиение булевого куба nB  от булевых 

переменных группы 1= ( , , )nx x x   на попарно непересекающиеся непустые 

подмножества 1, , dδ δ  (компоненты разбиения), объединение которых 

                                                           
1 Буквой c  с целочисленными индексами обозначаются абсолютные константы, одно-

начно задаваемые базисом Б . 
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равно nB . Определим мультиплексорную ФАЛ Δμ , соответствующую 
разбиению Δ , равенством 

1
=1

( , , , ) = ( ) ,
d

d j j
j

x u u x uΔμ χ∨   

в котором jχ  – характеристическая ФАЛ компоненты jδ . Заметим, что 

стандартную мультиплексорную ФАЛ nμ  порядка n , 

1
1 ( ) 112

=( 1

( , , , ) = ,

, , )

n
n n n

n
n

x u u x x u

B

σ σ
ν σ +

σ σ

μ ⋅ ⋅ ⋅
σ ∈
∨  


 

можно рассматривать как мультиплексорную ФАЛ Δμ , связанную  

с тривиальным разбиением Δ , т.е. таким разбиением, что ( ) 1 = { }ν σ +δ σ  для 

каждого nBσ∈ . 
Лемма 4 (см. [9], лемма 2). Для целого 2n ≥  и отличной от константы 

ФАЛ g , 2 ( )g P n∈ , найдется реализующая g  формула   над стандартным 

базисом 0Б , для которой справедливы неравенства: 

 2 2( ) 2 (alt ( )) 1,log logn gδ ≤ + +         (4) 

 2
3

( ) alt ( ).log
2

n n g≤ ⋅       (5) 

Лемма 5 (см. [9], следствия из лемм 6, 7). Пусть Δ  – разбиение куба 
nB  переменных 1= ( , , )nx x x   на d , d p≤ , компонент, а ФАЛ 1( , , )py yϕ   

реализуется абсолютной формулой   над базисом Б . Тогда в базисе Б  
найдется бесповторная формула ( , )u wΦ   , 1= ( , , )du u u  , 1= ( , , )p dw w w +  , 

такая, что для некоторых ФАЛ 1( ), , ( )p dg x g x+′ ′   блок-формула 

1= ( , ( ), , ( ))p du g x g x+′ ′ ′Φ Φ     реализует ФАЛ ( , )x uΔμ    и выполняются 

соотношения1: 

 4( ) ( ) ,c dΦ ≤ +     (6) 

 7( ) ( ) ( ) ,D D D c≤ Φ ≤ +    (7) 

 8( ) ( ) ( ) ,uD T D c′≤ Φ ≤ +    (8) 

 9 8( ) ( ) ( ) .xD T c D c′≤ Φ ≤ +    (9) 

Если, кроме того, Δ  – разбиение куба nB  на последовательные 
отрезки, а в записи формулы 1= ( , )py y   переменная ly  появляется 

                                                           
1 Через ( )xT ′Φ  обозначена задержка блок-формулы ′Φ  по тем ее главным цепям, ко-

торые начинаются на входах, помеченных ФАЛ зависящими существенно или несущественно 
от какой-либо переменной группы x . 
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левее переменной ry  тогда и только тогда, когда <l r , то альтернирование 

каждой из ФАЛ 1( ), , ( )p dg x g x+′ ′   не превосходит max ( )k ⋅ δ  . 

Лемма 6. Для натуральных чисел n , p , связанных неравенством 

p n≤ , и некоторого числа = ( , )d d n p  найдется бесповторная формула 

( , )u wΦ    над базисом Б , существенно зависящая от переменных групп 

1 2
= ( , , )nu u u  , 1= ( , , )dw w w  , и найдутся ФАЛ 1( ), , ( )dg x g x  , 

1= ( , , )nx x x   такие, что блок-формула 1( , ( ), , ( ))du g x g xΦ     реализует 

мультиплексорную ФАЛ ( , )n x uμ   . При этом сложность формулы Φ , ее 

глубина, задержка блок-формулы ′Φ , натуральное число d  удовлетворяют 
для некоторых бесконечно малых функций α , γ  соотношениям: 

 ( / ) /
6( ) 2 ,n n p n pc +α   Φ ≤   (10) 

 Б Б 7(1 ( / )) ( ) (1 ( / )) ,n n p D n n p c pτ − γ ≤ Φ ≤ τ + γ +   (11) 

 Б Б 8(1 ( / )) ( ) (1 ( / )) ,un n p T n n p c p′τ − γ ≤ Φ ≤ τ + γ +   (12) 

 Б Б 8 9(1 ( / )) ( ) (1 ( / )) ( 1) / ,xn n p T n n p c p c n p′τ − γ ≤ Φ ≤ τ + γ + + −      (13) 

 / / (1 ( / ))2 2 2 2 .n p n p n pp d p +α      ⋅ ≤ ≤ ⋅   (14) 

Кроме того, для альтернирования ФАЛ 1( ), , ( )dg x g x   справедливы 

оценки 

 10alt ( ) ( / ) (1 ).ig c n q i d≤ ⋅ ≤ ≤   (15) 

Доказательство. Используя лемму 1, найдем в базисе Б  формулы ′ , 
′′ , для которых при некоторых бесконечно малых 0α , 0γ  выполняются 

соотношения: 

 ( )0/ 1 ( / )/2 ( ) 2 ,
n p n pn p R

+α          ′≤ ≤   (16) 

 ( )0/ 1 ( / )/2 ( ) 2 ,
n p n pn p R

+α          ′′≤ ≤   (17) 

 ( )Б 0( ) = / 1 ( / ) ,D n p n p′ τ ± γ         (18) 

 ( )Б 0( ) = / 1 ( / ) .D n p n p′′ τ ± γ         (19) 

Без ограничения общности будем считать формулы ′ , ′′  
абсолютными, так как переименование переменных не изменяет глубину 
формулы. 

Представим число n  в виде = /n p n p q⋅ +   , где 0 <q p≤ . Определим 

числа 1, , pn n  равенстами1: 

                                                           
1 Если = 0q , то все числа 1, pn n  надо считать равными ( / )n p . 



№ 4 (36), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 65

1 1= = = / , = = = / .p r p r pn n n p n n n p− − +         

Пусть формулы 1, , p   заданы равенствами1: 

1 1= = = , = = = .p q p q p− − +′ ′′        

Определим для каждого целого r , 1 r p≤ ≤ , вспомогательные 

величины ( )rλ , rd  равенствами: 

 
=1

( ) = ,
r

i
i

r n nλ −   (20) 

 ( )
=1

= ( ) 2
r

ni
r i

i

d R +    (21) 

и положим (0) = nλ , 0 = 0d .  

Введем обозначения для групп переменных: 

 ( ) ( )( ) 1 ( ) 1 ( 1)ˆ= , , , = , , ,r r n r r rx x x x x xλ + λ + λ −     (22) 

 ( )
, ( ) ( )( 1)2 2

= , , , = 1, ,2 ,
1

r
r s n r n rs s

u u u s λ
−λ −λ−

 
 + 

     (23) 

 ( ) ( )1 1
ˆ= , , , = , , .1r d r ddr rr

w w w w w w
− +

     (24) 

Опишем последовательный процесс построения формулы Φ , 

состоящий из p  шагов. На первом шаге для каждого 1j , (1)
11 2j λ≤ ≤ , 

примененяя лемму 5 к формуле 1  и тривиальному разбиению куба (1)nB −λ  

от переменных 1x , положив в лемме 5 величину d  равной (1)2n−λ , а 
величину p  – равной ( )R  , получим бесповторную формулу 

1, 1, 11 1
( , )j ju w   и ФАЛ 1̂( )ig x , 11 i d≤ ≤ , которые согласно заключительной 

части утверждения леммы 5, в силу того что min( ) ( ) /D Dδ ≤  , 
удовлетворяют соотношению (15). Согласно (6)–(9) при =1l  справедливы 
следующие утверждения: 

 , , 1 ( ) ,( , ( ), , ( ))   реализует    ( , ),l j l j l d l n l l l jl l l l
u g x g x x u−λμ       (25) 

 , 7
=1 =1

( ) ( ) ( ) ,
l l

i l j il
i i

D D D c l≤ ≤ +      (26) 

 , 8
=1 =1

( ) ( ) ( ) ,
l l

i u l j il
i i

D T D c l≤ ≤ +      (27) 

                                                           
1 В случае = 0q  все формулы 1, , p   совпадают с формулой ′ . 
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 ˆ , 9 8
= =

( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ,
l l

i x l j i ll l
i l i l

D T D c D c l≤ ≤ + − +       (28) 

 ( ) ( 1)
, 4

=1 =1

( ) 2 ( ) 2 .
l l

n i n i
l j il

i i

c−λ −λ −≤ +      (29) 

Рассмотрим шаг с номером r , 2 r p≤ ≤ . Применим лемму 5 к формуле 

r  и тривиальному разбиению куба /n pB    от переменных ˆrx , положив  

в лемме 5 величину d  равной /2 n p   , а величину p  – равной ( )R  ,  

в результате чего получим бесповторную формулу ˆ( , )r ry w , 

1 /
2

= ( , , )n py y y   
  , и ФАЛ ˆ( )i rg x , 1 1r rd i d− + ≤ ≤ , аналогично 

рассмотреному выше, удовлетворяющие соотношению (15), такие что блок-
формула 

1
ˆ ˆ( , ( ), , ( ))1r r d rd rr

y g x g x
− +

   реализует мультиплексорную ФАЛ 

/ ˆ( , )rn p x y  
μ  . Для каждого rj , ( )1 2 r

rj
λ≤ ≤ , определим формулу ,r jr

  

равенством 

, , / /
1,( 1,

ˆ( , ) = , , , .
1)2 1 2r j r j r r rn p n pr r r j r jr r

u w w      − −

 
  − + 

       

Нетрудно убедиться в том, что если для бесповторых формул 

1, 1r jr− −
 , ( 1)

11 2 r
rj

λ −
−≤ ≤ , построенных на предыдущем шаге, выполнены 

утверждения (25)–(29), взятые для = 1l r − , то они выполнены и для формулы 

,r jr
  при =l r , которая также будет бесповторной. 

На последнем шаге, когда =r p , получаем искомую бесповторную 

формулу ,1= pΦ  , для которой неравенства (26)–(28) с учетом (18), (19) 

дают (11)–(13). ФАЛ ( )ig x , 1 = pi d d≤ ≤ , из условия леммы с точностью до 

несущественных переменных совпадают с одноименными ФАЛ, построен-
ными по ходу доказательства, для которых справедливость соотношений (15) 
нами установлена. При помощи (21), используя соотношения (16), (17), для 
оценки величины ( )R  , имея в виду (20), получим неравенства (14). Кроме 

того, для структурной сложности формулы   записывается оценка 

 
min

( ) 1
( ) ,

1

R

k

−≤
−

    (30) 

которая вместе с соотношениями (16), (17), (29) при 6 4= 2 (2 )c c⋅ +  дает нам 

неравенства (10). Лемма доказана. 
Из леммы 6 при приближении параметра p  сколь угодно близко  

к конечной доли числа n  вытекает следующее утверждение. 
Лемма 7. В обозначениях леммы 6 для любой сколь угодно медленно 

растущей функции ζ , отделенной от нуля числом > 0ε , любого натураль-
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ного n  и некоторого числа = ( )d d n  в базисе Б  можно построить такую 

бесповторную формулу ( , )u wΦ   , что для некоторых ФАЛ 1( ), , ( )dg x g x   

блок-формула 1= ( , ( ), , ( ))du g x g x′Φ Φ     реализует мультиплексорную ФАЛ 

( , )n x uμ   . При этом структурная сложность формулы Φ , ее глубина, задержка 

блок-формулы ′Φ , число d  удовлетворяют соотношениям: 

 6( ) ( / ) ( )2 ,nc nΦ ≤ ε ⋅ζ   (31) 

 Б( ) = ( ),D n o nΦ τ ±   (32) 

 Б( ) = ( ),T n o n′Φ τ ±   (33) 

 = ( ( )).d o n n⋅ ζ   (34) 

Для альтернирования ФАЛ 1( ), , ( )dg x g x   выполняются неравенства 

 11 2alt ( ) ( ( ) / ) (1 ).logig c n i d≤ ζ ε ≤ ≤   (35) 

3. Верхние оценки функций Шеннона. Построение формул, 
асимптотически оптимальных по глубине, задержке и сложности 

Для доказательства утверждений, связанных с реализацией произволь-
ной ФАЛ, используется техника [4, 5] и в этой связи нам понадобится ряд 
дополнительных понятий, первое из которых – понятие универсального 
множества ФАЛ. Рассмотрим произвольную ФАЛ 1( , , )py yϕ  , которая 

существенно зависит от всех своих переменных. Множество ФАЛ 2 ( )G P m⊆  

будем называть ϕ -универсальным порядка m , если любая ФАЛ 2 ( )g P m∈  

представима в виде суперпозиции «внешней» ФАЛ ϕ  и «внутренних» ФАЛ 

1, , pg g G∈  вида 

 1= ( , , ).pg g gϕ    (36) 

Следуя [6], будем строить ϕ -универсальное множество на основе 

разбиения 1= ( , , )dΔ δ δ , d p≤ , булевого куба mB . Для каждого i , 

1 i p≤ ≤ , в силу существенной зависимости ФАЛ ϕ  по переменной iy  

найдется набор булевых констант ,1 ,, ,i i pα α  такой, что 

,1 , 1 , 1 , ,( , , , , , , ) = .i i i i i i i p i i iy y− +ϕ α α α α ⊕α   

Для каждого указанного i  рассмотрим множество ( )iG  всех тех ФАЛ 
из 2 ( )P m , которые на множестве наборов jδ , 1 j d≤ ≤  и j i≠ , равны ,i jα . 

Положим по определению (1) ( )= pG G G∪ ∪ . Нетрудно убедиться, что 
теперь равенство (36) имеет место для любой ФАЛ g , если в качестве ФАЛ 

jg , 1 j d≤ ≤ , выбрать ФАЛ из ( )jG , которая на jδ  совпадает с ФАЛ 

,j jg ⊕α , а в случае <d p  положить ФАЛ ig , <d i p≤ , равной той 
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единственной ФАЛ, которая составляет множество ( )iG . Следовательно, 
построенное таким образом по разбиению Δ  множество G  является  
ϕ -универсальным порядка m . Мы доказали следующее утверждение. 

Утверждение 1. Для любой существенной ФАЛ 1( , , )py yϕ   и любого 

разбиения 1= ( , , )pΔ δ δ  куба mB  на p  компонент существует ϕ -универ-

сальное множество G  ФАЛ из 2 ( )P m  мощности не превосходящей 

|| 1
||

2 2 pδδ + + . 
Замечание. Как мы видели, утверждение 1 применимо и в том случае, 

когда количество компонент d  разбиения Δ  меньше p . В этом случае 

необходимо формально считать недостающие комоненты пустыми: 

1 = = =d p+δ δ ∅ . Соответствующие пустым компонентам множества 

( 1) ( ), ,d pG G+   содержат каждое по одной ФАЛ. 
Второе понятие, которое необходимо нам для дальнейших построений – 

это понятие регулярного множества двоичных наборов. Пусть <m q , назовем 

множество наборов qBδ ⊂  m-регулярным, если | |= 2mδ  и все префиксы 

длины m  наборов из δ  различны. Регуляное множество наборов δ  
интересно тем, что любая ФАЛ из 2 ( )P q  на нем совпадает с некоторой ФАЛ 

из 2 ( )P m , если рассматривать 2 ( )P m  как множество всех ФАЛ из 2 ( )P q   

с несущественными переменными 1, ,m qx x+  . При этом некоторые ФАЛ из 

2 ( )P m  совпадают на δ  с переменными 1, , qx x  или их отрицаниями,  

а именно: этим свойством обладают ФАЛ системы 2 ( )q mP m−ψ∈  такой, что 

двоичный набор = ( , )γ α β  , где mBα∈ , q mB −β∈ , принадлежит δ  тогда и 

только тогда, когда ( ) =ψ α β  . 

В связи с указанными свойствами регулярных множеств дадим 
следующее определение о моделировании ФАЛ. Пусть G  – множество, 
содержащее ровно λ  ФАЛ из 2 ( )P m , а 0 2

= ( , , )
1q m−Δ δ δ −  – разбиение куба 

qB  на m -регулярные компоненты. Скажем, что разбиение Δ  моделирует 
ФАЛ множества G  с помощью переменных или их отрицаний, если для 

любого j , 0 2 1q mj −≤ ≤ − , любая ФАЛ g  из G  совпадает на jδ  с некоторой 

переменной 1, , qx x , или ее отрицанием. При этом компонента jδ  считается 

хорошей компонентой разбиения Δ  относительно множества G  в том случае, 
когда любая ФАЛ g  из G  совпадает на jδ  с некоторой переменной 1, , qx x  

в чистом виде (без отрицания). Если компонента не является хорошей, то мы 
называем ее плохой. Справедливо утверждение (см. по этому поводу также 
[4, § 2]). 

Утверждение 2. Для любых натуральных чисел m , λ , q , связанных 

соотношением m q+ λ ≤ , и любого множества G  ФАЛ из 2 ( )P m  мощности 
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λ  найдется разбиение 0 2
= ( , , )

1q m−Δ δ δ −  куба qB  на m -регулярные 

компоненты, моделирующее ФАЛ множества G  с помощью переменных или 

их отрицаний и такое, что компонента ( )ν βδ  , q mB −β∈ , является хорошей 

относительно G , когда число нулей в наборе β  не меньше λ . 

Утверждение 3. Если в условиях утверждения 2 3q m≥ + λ , то для 

некоторой положительной константы c , меньшей единицы, число плохих 

компонент разбиения Δ  не превосходит q mc − . 
Лемма 8. Для любой сколь угодно медленно растущей функции 

= (2 )noζ  и любого натурального числа n  в (конечном, полном) базисе Б  

найдется формула = n  , которая реализует мультиплексорную ФАЛ 

( , )n x yμ   , зависящую от переменных 1= ( , , )nx x x  , 0 2
= ( , , )

1ny y y −
  , явля-

ется бесповторной по переменным y , и для глубины, задержки, сложности 

которой выполняются соотношения: 

 Б( ) ( ),D n o n≤ τ +   (37) 

 Б( ) ( ),T n o n≤ τ +   (38) 

 ( ) = ( ( )2 ).nL O nζ   (39) 

Доказательство. Используем лемму 7 для построения приведенных  
в ее утверждении формулы Φ  и ФАЛ 1( ), , ( )dg x g x  . Для установления 

соотношений (37), (38) необходимо для каждого j , 1 j d≤ ≤ , построить 

формулу j , которая реализует ФАЛ jg  со структурной глубиной 

( ) = ( )j o nδ  , так как глубина и задержка отличаются от структурной 

глубины не более чем в константу раз. После этого вследствие (32), (33) 
формула 1= ( , , , )n dyΦ      будет искомой. 

Найдем для каждого указанного j  по лемме 4 формулу j′ , 

реализующую jg  над стандартным базисом 0Б , для которой из (4), (5), (35) 

вытекает 

 ( ) = (log( log ( ))), ( ) = ( (log )(log ( ))).j jO n n O n n n′ ′δ ⋅ ζ ζ    (40) 

Формулу j  над базисом Б  получим из формулы j′  заменой всех 

функциональных элементов &ε , ∨ε , ¬ε  на моделирующие их в базисе Б  

бесповторные по существенным переменным формулы & , ∨ , ¬ . 

Окончательно для глубины, задержки, сложности формулы j  имеем 

( ) = ( ( )), ( ) = ( ( )), ( ) = ( ( )),j j j j j jD O T O L O′ ′ ′δ δ        

что вместе с (31), (34), (40) при условии = (2 )noζ  завершает доказательство. 

Лемма доказана. 
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Лемма 9. Пусть n  – натуральное число, тогда для любой ФАЛ 

2 ( )f P n∈  найдется реализующая ее над (конечным, полным) базисом Б  

формула = n  , для глубины, задержки, сложности которой выполняются 

соотношения: 

 Б( ) ( ),D n o n≤ τ +   (41) 

 Б( ) ( ),T n o n≤ τ +   (42) 

 Б
2

2 2
( ) .

loglog

n n
L o

n n

 
≤ ρ +   

 
   (43) 

Доказательство. Пусть приведенный вес базиса Б  достигается (2) на 
функциональном элементе rε , т.е. Б = / ( 1)r rL kρ − . Построим из t , где  

t  – натуральный параметр, элементов rε  абсолютную формулу 1( , , )pz zΦ    

с p  входами, которая реализует ФАЛ 1( , , )pz zϕ   и имеет вид квазиполного 

дерева, состоящего из logkr
p 

  
 ярусов. По построению формулы Φ  

величина p  определяется равенством 

= ( 1) 1.rp t k − +  

Рассмотрим в качестве параметров натуральные числа = ( )m m n , 
= ( )s s n , которые будем считать основными параметрами, и подчиним им 

величину = ( , )t t m s  таким образом, чтобы = ( , )p p m s  оказалось наименьшим 

числом, большим или равным 2 /m s . Очевидно, между числами m , s , p  
выполняются отношения 

2 2
< ( 1).

m m

rp k
s s
≤ + −  

Рассмотрим разбиение 1= ( , , )dΠ π π  куба mB  на = 2 /md s 
   

последовательных отрезков такое, что 1 = = =d sπ π , d sπ ≤ . Используя 
утверждение 1, построим на основе разбиения Π  ϕ -универсальное 

множество ФАЛ 2 ( )G P m⊆ , мощность λ  которого не превосходит 2sp ⋅ . 

Положим натуральное число = ( , )q q m s  равным ( 3 2 )sm p+ ⋅ , тогда будут 
выполняться неравенства 

3 < ,m q n+ λ ≤  

если предположить число n  достаточно большим для того, чтобы выбор 
параметров m , s  представлялся возможным. Построим с использованием 

утверждений 2, 3 разбиение 1 2
= ( , )q m−Δ δ δ  куба qB  от переменных 

группы 1' = ( , , )qx x x   на m -регулярные компоненты и рассмотрим 
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следующее разложение ФАЛ f  по последним ( )n q−  переменным группы 

1' = ( , , )q nx x x+′  : 

 1( , , ) = ( ) ( ),n
n qB

f x x K x f xσ σ
−σ∈

′ ′⋅∨     (44) 

в котором через ( ' )K xσ ′ , 1= ( , , )n q−σ σ σ , обозначена элементарная 

конъюнкция вида 1
1

n q
nqx x
σσ −

+ ⋅ ⋅ . Разложим ФАЛ 2 ( )f P qσ ∈  по компонен-

там разбиения Δ : 

 
2

,
=1

( ) = ( ) ( ),

q m

j j
j

f x x f x

−

σ σ′ ′ ′χ ⋅∨     (45) 

где jχ  – характеристическая ФАЛ компоненты jδ . В силу m -регулярности 

разбиения Δ  для любых набора n qB −σ∈  и номера [1,2 ]m qj −∈  ФАЛ 

, ( )jf xσ ′  совпадает на jδ  с некоторой ФАЛ , ˆ( )jg xσ , 1ˆ = ( , , )mx x x , т.е. 

 , , ˆ( ) ( ) = ( ) ( ),j j j jx f x x g xσ σ′ ′ ′χ ⋅ χ ⋅     (46) 

а в силу ϕ -универсальности множества G  для указанных σ , j , найдутся 

ФАЛ , ,1 , ,, ,j j pg g Gσ σ ∈  такие, что верно представление 

 , , ,1 , ,ˆ ˆ ˆ( ) = ( ( ), , ( )).j j j pg x g x g xσ σ σϕ    (47) 

Однако ФАЛ , ,1 , ,, ,j j pg gσ σ  на компоненте jδ  разбиения Δ  

совпадают с некоторыми переменными 1, ,m qx x+   или их отрицаниями, т.е. 

совпадают соответственно с ФАЛ , ,1 , ,

, ,1 , ,
, ,j j p

j j pv vx xσ σ

σ σ

α α , где , ,1 , ,, ,j j pσ σα α  – 

некоторые булевские константы, а , ,1 , ,, ,j j pv vσ σ  – натуральные числа 

отрезка [ 1, ]m q+ , поэтому из (47) следует 

 ( ), ,1 , ,

, ,1 , ,
, ˆ( ) = , , .j j p

j j p
j v vg x x xσ σ

σ σ

α α
σ ϕ    (48) 

Из соотношений (44)–(46), (48), меняя порядок суммирования в дизъ-
юнкциях, получаем следующее представление ФАЛ f : 

 , ,1 , ,

, ,1 , ,

2

1
=1

( , , ) = ( ) ( ) , , .j j p

j j p

q m

n j v v
n qj B

f x x x K x x xσ σ

σ σ

−
α α

σ
−σ∈

 
  ′ ′χ ⋅ ⋅ϕ   

 
∨ ∨     (49) 

Искомая формула   получается на основе представления (49) ФАЛ 
f  следующим образом. Воспользуемся леммой 1 для построения над Б  

формулы Ψ , для которой при некоторых бесконечно малых α , γ  выпол-

няются соотношения 
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 ( )(1 ( ))2 ( ) 2 ,q m q m q mR− − +α −≤ Ψ ≤   (50) 

 Б( ) ( )(1 ( )).D q m q mΨ ≤ τ − + γ −   (51) 

Используя лемму 5, подберем для формулы Ψ , реализуемой ею ФАЛ, 

разбиения Δ , формулу 0Φ  и ФАЛ 1 0
( ), ( )dg x g x′ ′  , 0 = ( ) 2q md R −Ψ +  такие 

что блок-формула 0′Φ , заданная равенством 0 0 1 0
= ( , ( ), , ( ))du g x g x′ ′ ′ ′Φ Φ    , 

реализует связанную с разложением (45) мультиплексорную ФАЛ ( , )u xΔ ′ ′μ   . 
Из (6)–(9) с использованием неравенств (50), (51), а также неравенств (30), 
записанных для формулы Ψ , вытекают соотношения: 

( )( )(1 ( ))
0 = 2 ,q m q md O − +α −  

( )( )(1 ( ))
0( ) = 2 ,q m q mO − +α −Φ  

0 7( ) ( ) ,D D cΦ ≤ Ψ +  

' 0 8( ) ( ) ,uT D c′Φ ≤ Ψ +  

' 0 9 8( ) ( ) .xT c D c′Φ ≤ Ψ +  

Пусть построенная над Б  формула i , 01 i d≤ ≤ , реализует ФАЛ ( )ig x′  
моделированием ее совершенной дизъюнктивной нормальной формы при по-
мощи полученных в формул & , ∨ , ¬ , реализующих соответственно ФАЛ 

1 2x x⋅ , 1 2x x∨ , 1x  бесповторно по своим существенным переменным, тогда 

0( ) = ( 2 ), ( ) = ( ), ( ) = ( ) (1 ).q
i i iL O q D O q T O q i d⋅ ≤ ≤    

В соответствии с вышесказанным бесповторная по информационным 
переменным u′  формула 0 0 1 0

= ( ', , , )duΦ      реализует ФАЛ ( , )u xΔ ′ ′μ   , 

для нее выполняются соотношения: 

 ( )( )(1 ( ))
0( ) = 2 ,q m q m qL O q − +α − +⋅    

' 0 Б 1( ) = ( )(1 ( )),uD q m q m′τ − ± γ −   

' 0 Б 2( ) = ( )(1 ( )),uT q m q m′τ − ± γ −   

 ' 0 ' 0( ) = ( ), ( ) = ( ).x xD O q T O q     (52) 

Мультиплексорная ФАЛ ( , )n q u x− ′ ′μ   , связанная с разложением (44), 

реализуется с помощью леммы 8, бесповторной по информационным 
переменным формулой 1 , для которой при выборе ( ) = (log )n o nζ  
выполняются соотношения: 

 1( ) = (log( ) 2 ),n qL o n q −− ⋅    

1 Б 3( ) = ( )(1 ( )),D n q n q′τ − ± γ −  
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 1 Б 4( ) = ( )(1 ( )).T n q n q′τ − ± γ −   (53) 

Из вышесказанного следует, что при выполнении условий 

= (1), = (1), = (2 / log )nq m n q q o n− ω − ω  

для сложности, глубины, задержки формулы  , построенной на основе 
разложения (49) с использованием формул 0 , 1 , Φ , ¬ , для некоторой 
положительной константы <1c  выполняются следующие соотношения: 

Б( ) ( )(1 (1)) (log ),D n m o O p≤ τ − ± +  

Б( ) ( )(1 (1)) (log ),T n m o O p≤ τ − ± +  

0 1( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )(1 ( )),q m n m q mL L L L O p c− − −≤ + + Φ + ⋅    

откуда при выборе параметров 

2 2 2 2 2= 2 , = 2log log log log logm n s n n   −     

из (52), (53) вытекают (41)–(43). Лемма доказана. 
Теорема 1 следует из лемм 3, 9.  
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